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Аннотация

Рассматривается минимаксная задача размещения точечного объекта в трех-
мерном пространстве с прямоугольной метрикой (l1-метрикой) и предлагается
ее прямое аналитическое решение при помощи методов тропической (идем-
потентной) математики. Сначала задача записывается в терминах тропической
математики как задача тропической оптимизации, вводится параметр для
обозначения минимума целевой функции, и задача сводится к решению пара-
метризованной системы неравенств. Эта система решается относительно одной
из переменных, а условия существования решений используются для нахождения
оптимальных значений второй переменной с помощью вспомогательной задачи
оптимизации. Затем вспомогательная задача решается аналогичным образом, и
находится значение третьей переменной. Полученное общее решение преобра-
зуется в набор прямых решений, записанных в компактной форме для различных
случаев соотношений между исходными параметрами задачи.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задачи размещения составляют важный класс задач оптимизации, который имеет
многочисленные приложения в различных областях науки и техники [1–3]. Например,
при решении задач пространственного размещения объектов информационной систе-
мы часто требуется определить оптимальное положение управляющего объекта относи-
тельно системы управляемых объектов. Такого рода научно-технические задачи встре-
чаются при планировании размещения центров управления, хранения и обработки дан-
ных, собранных с видеокамер системы видеонаблюдения в здании [4].

Рассматриваемая система видеонаблюдения состоит из трех главных компонент:
1) видеокамеры, производящие входной поток видеоинформации, 2) система передачи
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сигнала от камер до центра управления, хранения и обработки данных и 3) центр
управления. В качестве объектов, относительно которых необходимо решать задачу
размещения, выступают видеокамеры внутреннего и наружного наблюдения. Суть
задачи размещения (в общем задачу называют задачей 1-центра) состоит в поиске
оптимального положения центра управления системой. При этом необходимо мини-
мизировать функцию расстояния до самой дальней камеры, чтобы снизить влияние
шумов и повысить качество сигнала, благодаря уменьшению длины кабеля. Внутри
одного этажа кабели чаще всего прокладывают вдоль линий разделения пола, стен и
потолка. Междуэтажные перекрытия проходятся по вертикальным шахтам. Поэтому
можно считать, что все изгибы кабеля осуществляются под прямыми углами, что
позволяет измерять его длину при помощи прямоугольной метрики (l1-метрики).

Существуют различные подходы к решению задачи 1-центра в прямоугольной мет-
рике [5–8]. В качестве примера можно рассматривать методы и алгоритмы линейного и
смешанного целочисленного линейного программирования. Алгоритмический подход
обычно обеспечивает численное нахождение одного из решений и требует применения
специальных программных средств. Такой подход не позволяет получить все решения
аналитически в виде явных формульных зависимостей, в удобном для дальнейшего ана-
лиза и непосредственных расчетов виде. Возможностью получать решения в аналитиче-
ском виде обладает подход на основе применения методов тропической математики.

Тропическая математика — это перспективная и быстро развивающаяся область
прикладной математики и алгебраической информатики, которая занимается изуче-
нием теории и приложений полуколец с идемпотентным сложением [9–19]. Основное
преимущество использования тропического подхода состоит в том, что для целого ряда
задач он дает возможность получать полные решения в виде явных формул, удобных
для представления, анализа и интерпретации получаемых результатов. Это позволяет
эффективно решать задачу размещения в случаях, когда алгоритмическое решение
оказывается по тем или иным причинам невозможным или нецелесообразным. Кроме
того, процедуры, построенные на основе методов тропической математики, часто име-
ют меньшую вычислительную сложность в сравнении с известными итерационными
алгоритмами.

Подход на основе методов тропической математики находит свое применение при
решении задач в различных областях науки и техники, включая задачи принятия реше-
ний при анализе результатов оценки альтернатив на основе парных сравнений [20], и
задачи планирования сроков выполнения проектов [21]. На основе этого подхода в ра-
ботах [22–26] получены решения минимаксных задач размещения точечного объекта на
плоскости с прямоугольной и чебышевской метрикой без ограничений и с ограничени-
ями на допустимую область размещения.

Настоящая работа направлена на дальнейшее развитие и применение методов тро-
пической математики для решения задач размещения. В статье рассмотрена минимакс-
ная задача размещения точечного объекта в трехмерном пространстве с прямоугольной
метрикой. Решение основано на подходе, развитом в работах [27–29], который заключа-
ется в замене исходной задачи оптимизации, записанной в терминах тропической ма-
тематики, на параметризованную систему неравенств с последующим ее решением. На
основе этого подхода найдено прямое полное решение задачи, представленное в терми-
нах тропической математики, а также в обычной форме.
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2. ЗАДАЧА РАЗМЕЩЕНИЯ В ТРЕХМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

В этом разделе рассматривается минимаксная задача размещения точечного объекта
в трехмерном пространстве с прямоугольной метрикой. Она состоит в поиске на основе
уже имеющегося набора объектов новой точки, расстояние от которой до самого дальне-
го объекта из набора было бы минимальным.

Пусть заданы две точки x = (x1, x2, x3)T и y = (y1, y2, y3)T в пространстве R3. Расстоя-
ние между ними в прямоугольной метрике вычисляется по формуле

ρ(x,y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ |x3 − y3|. (1)
Рассмотрим набор точек ri = (r1i ,r2i ,r3i )T ∈ R3 и чисел li ∈ R для всех i = 1, . . . ,m. Чис-

ла li могут отражать дополнительные затраты, связанные с перемещением между объ-
ектами. Зададим функцию φ(x), которая определяет максимальное расстояние от точки
x= (x1, x2, x3)T до набора точек ri следующим образом:

φ(x) = max
1≤i≤m

(ρ(ri ,x)+ li ) = max
1≤i≤m

(|r1i −x1|+ |r2i −x2|+ |r3i −x3|+ li ) =φ(x1, x2, x3). (2)
Тогда рассматриваемая минимаксная задача размещения точечного объекта в трех-

мерном пространстве записывается так:
min
x∈R3

φ(x). (3)
Для решения задачи и получения полного решения в явном аналитическом виде ни-

же будет использован аппарат тропической математики.

3. ЭЛЕМЕНТЫ ТРОПИЧЕСКОЙ МАТЕМАТИКИ

В этом разделе приведем обзор основных понятий тропической математики [9–19],
на которые будет опираться дальнейшее изложение. Рассмотрим числовое множество
X с заданными на нем ассоциативными и коммутативными операциями сложения ⊕ и
умножения ⊗, которые образуют наX коммутативное полукольцо с нулемO и единицей
1. Такое полукольцо обозначим через 〈X,O,1,⊕,⊗〉. Сложение будем считать идемпотент-
ным (то есть для любого числа x ∈ X выполняется x ⊕ x = x), а умножение – обратимым
(то есть для каждого x , O существует обратный элемент x−1 такой, что x ⊗ x−1 = 1). В
силу того, что 〈X \ {O},1,⊗〉 образует коммутативную группу по умножению, описанную
структуру 〈X,O,1,⊕,⊗〉 обычно называют идемпотентным полуполем.

Операция возведения в степень с целым показателем вводится стандартным обра-
зом. Для любого ненулевого числа x ∈X и натурального n определим x0 = 1, xn = x⊗xn−1,
x−n = (x−1)n иOn =O. Будем считать, что операция возведения в целую степень x ,O мо-
жет быть распространена на случай рационального показателя степени. Далее для упро-
щения математических выкладок знак умножения⊗ в алгебраических выражениях, как
обычно, будет опускаться.

В силу того, что сложение идемпотентно, можно определить отношение частичного
порядка ≤ так: x ≤ y тогда и только тогда, когда x ⊕ y = y . Из этого определения следует
пара неравенств x ≤ x ⊕ y и y ≤ x ⊕ y , а также равносильность неравенства x ⊕ y ≤ z и
системы неравенств x ≤ z и y ≤ z для любых x, y, z ∈ X. Нетрудно проверить, что выпол-
няются свойства монотонности операций сложения и умножения. Так из условия x ≤ y

АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ МАТЕМАТИКА И МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 33



Плотников П. В., Кривулин Н. К.

для любого z вытекают неравенства x ⊕ z ≤ y ⊕ z и xz ≤ y z. Кроме того, для любой пары
x, y ,O из неравенства x ≤ y следует x−1 ≥ y−1.

Далее будем дополнительно предполагать, что введенный частичный порядок явля-
ется линейным. Несложно проверить неравенство x1/2 y1/2 ≤ x ⊕ y , которое является тро-
пическим аналогом неравенства между геометрическим и арифметическим средними.

В качестве примера алгебраической структуры рассматриваемого типа можно при-
вести вещественное идемпотентное полуполе Rmax,+ = 〈R∪ {−∞},−∞,0,max,+〉, которое
обычно называют (max,+)-алгеброй. Нулевым элементом в этом полуполе является −∞,
единичным — число 0. Любому числу x ∈ R можно сопоставить обратный x−1, который
совпадает с противоположным числом −x в обычной алгебре. Для любой пары чисел
x, y ∈ R определена степень x y , значение которой равно арифметическому произведе-
нию x y . Заметим, что порядок, порожденный операцией идемпотентного сложения, сов-
падает с обычным линейным порядком на множестве R.

4. ЗАДАЧИ ТРОПИЧЕСКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ С ОДНОЙ И ДВУМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ

В этом разделе рассматриваются задачи оптимизации, которые формулируются и ре-
шаются в терминах тропической математики (задачи тропической оптимизации). Крат-
кий обзор таких задач можно найти, например, в работе [27]. Ниже предлагается прямое
решение задач оптимизации с одной и двумя переменными, заданных в терминах обще-
го идемпотентного полуполя.

Предположим, что необходимо найти ненулевые решения u ∈X задачи
min
u∈X

au−1/2 ⊕bu1/2 ⊕ cu−1 ⊕du ⊕e, (4)
где a,b,c,d ,e — числа из X, удовлетворяющие условию a,b,c,d ,e >O.

Для получения аналитического решения задачи в явном виде сначала вводится па-
раметр, обозначающий минимум целевой функции. Затем задача сводится к нахожде-
нию всех решений параметризованной системы неравенств, условие существования ко-
торых используется для определения величины введенного параметра. Все решения рас-
сматриваемой задачи описываются следующим утверждением.
Лемма 1. Минимум в задаче (4) равен µ = a1/2b1/2 ⊕ a2/3d 1/3 ⊕b2/3c1/3 ⊕ c1/2d 1/2 ⊕ e и до-
стигается тогда и только тогда, когда

u = (µ−2a2 ⊕µ−1c)1−α(µ−2b2 ⊕µ−1d)−α, 0 ≤α≤ 1. (5)
При этом справедливы следующие утверждения:
1) если µ= a1/2b1/2,то u = ab−1;
2) если µ= a2/3d 1/3,то u = a2/3d−2/3;
3) если µ= b2/3c1/3,то u = b−2/3c2/3;
4) если µ= c1/2d 1/2,то u = c1/2d−1/2;
5) если µ= e ,то u = (a2e−2 ⊕ ce−1)1−α(b2e−2 ⊕de−1)−α, для любого 0 ≤α≤ 1.

Доказательство. Обозначим минимум целевой функции в задаче (4) через µ. Тогда все
решения задачи определяются уравнением

au−1/2 ⊕bu1/2 ⊕ cu−1 ⊕du ⊕e =µ.
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В силу того, что µ— минимальное значение целевой функции, равенство можно за-
менить на неравенство

au−1/2 ⊕bu1/2 ⊕ cu−1 ⊕du ⊕e ≤µ.

Полученное неравенство эквивалентно системе
au−1/2 ≤µ, bu1/2 ≤µ, cu−1 ≤µ, du ≤µ, e ≤µ. (6)

Заметим, что перемножение соответствующих частей первого и второго неравенств
дает неравенство ab ≤µ2, откуда с учетом условия леммы следует, что µ≥ a1/2b1/2 >O.

Решение относительно переменной u первых четырех неравенств (6) дает
u ≥µ−2a2, u ≤µ2b−2, u ≥µ−1c, u ≤µd−1.

Объединим первое и третье неравенство в одно и получим u ≥ µ−2a2 ⊕µ−1c. Запи-
шем второе и третье неравенства как неравенства относительно u−1, чтобы получить
u−1 ≥ µ−2b2 и u−1 ≥ µ−1d . Затем объединим их в одно неравенство u−1 ≥ µ−2b2 ⊕µ−1d и
перейдем к эквивалентному неравенству u ≤ (µ−2b2 ⊕µ−1d)−1.

Теперь для переменной u можно записать двойное неравенство
µ−2a2 ⊕µ−1c ≤ u ≤ (µ−2b2 ⊕µ−1d)−1. (7)

Множество значений u, удовлетворяющих этому неравенству, не пусто, если выпол-
няется неравенство

(µ−2a2 ⊕µ−1c) ≤ (µ−2b2 ⊕µ−1d)−1,

которое после умножения обеих частей на µ−2b2 ⊕µ−1d принимает форму
(µ−2a2 ⊕µ−1c)(µ−2b2 ⊕µ−1d) ≤ 1.

Раскроем скобки в левой части, а затем заменим полученное неравенство эквива-
лентной системой неравенств

µ−4a2b2 ≤ 1, µ−3a2d ≤ 1, µ−3b2c ≤ 1, µ−2cd ≤ 1.

Решая неравенства этой системы относительно µ, получим
µ≥ a1/2b1/2, µ≥ a2/3d 1/3, µ≥ b2/3c1/3, µ≥ c1/2d 1/2.

Полученная система, с учетом последнего неравенства из (6), равносильна неравен-
ству

µ≥ a1/2b1/2 ⊕a2/3d 1/3 ⊕b2/3c1/3 ⊕ c1/2d 1/2 ⊕e.

Заметим, что переход от исходной задачи к этому неравенству, в котором µ обозна-
чает минимум целевой функции, включал только эквивалентные преобразования. Из
этого следует, что полученное неравенство задает точную нижнюю границу для µ, а зна-
чит, знак неравенства можно заменить на знак равенства:

µ= a1/2b1/2 ⊕a2/3d 1/3 ⊕b2/3c1/3 ⊕ c1/2d 1/2 ⊕e.

Двойное неравенство (7) для u можно записать с помощью параметра 0 ≤α≤ 1, пред-
ставив его в виде (5).
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Рассмотрим возможные значения µ.Пусть µ= a1/2b1/2.После подстановки в формулу
(7) и применения свойств монотонности идемпотентного сложения получим

ab−1 ≤ a−1b−1a2 ⊕a−1/2b−1/2c ≤ u ≤ (a−1b−1b2 ⊕a−1/2b−1/2d)−1 ≤ ab−1,

откуда можно заключить, что u = ab−1.
Аналогичным образом можно проверить, что при µ = a2/3d 1/3 выполняется равен-

ство u = a2/3d−2/3, при µ = b2/3c1/3 — равенство u = b−2/3c2/3, а при µ = c1/2d 1/2 — равен-
ство u = c1/2d−1/2.

При условии µ= e из (5) получаем, что u = (a2e−2⊕ce−1)1−α(b2e−2⊕de−1)−α для любого
0 ≤α≤ 1. �

Теперь рассмотрим задачу тропической оптимизации с двумя переменными.
Пусть заданы числа a,b,c,d ,e, f , g ,h,k > O. Требуется найти ненулевые решения

u, v ∈X задачи
min

u,v∈X
au−1 ⊕bv−1 ⊕ cu ⊕d v ⊕eu−1v−1 ⊕ f u−1v ⊕ g uv−1 ⊕huv ⊕k. (8)

Разделим решение задачи (8) на два этапа. Сначала решим ее относительно одной
переменной, сводя к задаче (4). Затем рассмотрим несколько частных случаев и найдем
значение второй переменной. Все решения задачи (8) сформулируем в виде теоремы.
Теорема 1. Введем обозначения:

a1 = b1/2 f 1/2 ⊕d 1/2e1/2, b1 = b1/2h1/2 ⊕d 1/2g 1/2, c1 = e1/2 f 1/2 ⊕a,

d1 = g 1/2h1/2 ⊕ c, e1 = b1/2d 1/2 ⊕ f 1/2g 1/2 ⊕e1/2h1/2 ⊕k.
(9)

Тогда минимум в задаче (8) равен µ= a1/2
1 b1/2

1 ⊕a2/3
1 d 1/3

1 ⊕b2/3
1 c1/3

1 ⊕c1/2
1 d 1/2

1 ⊕e1, и спра-ведливы следующие утверждения:
1) если µ= a1/2

1 b1/2
1 ,то u = a1b−1

1 и

v =
{

b3/4 f −1/4b−1/2
1 , если a1 = b1/2 f 1/2,

d−3/4e1/4b1/2
1 , если a1 = d 1/2e1/2;

2) если µ= a2/3
1 d 1/3

1 ,то u = a2/3
1 d−2/3

1 и

v =
{

b2/3 f −1/3d−1/3
1 , если a1 = b1/2 f 1/2,

d−2/3e1/3d 1/3
1 , если a1 = d 1/2e1/2;

3) если µ= b2/3
1 c1/3

1 ,то u = b−2/3
1 c2/3

1 и

v =
{

b2/3h−1/3c−1/3
1 , если b1 = b1/2h1/2,

d−2/3g 1/3c1/3
1 , если b1 = d 1/2g 1/2;

4) если µ= c1/2
1 d 1/2

1 ,то u = c1/2
1 d−1/2

1 и

v =


e1/2 f −1/2, если c1 = e1/2 f 1/2,

g 1/2h−1/2, если d1 = g 1/2h1/2,

(a−1/2c−1/2b ⊕a−1e ⊕ c−1g )1−α⊗
⊗(a−1/2c−1/2d ⊕a−1 f ⊕ c−1h)−α, если c1 = a,d1 = c;
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5) если µ= e1,то u = (a2
1e−2

1 ⊕ c1e−1
1 )1−α(b2

1e−2
1 ⊕d1e−1

1 )−α и

v =



b1/2d−1/2, если e1 = b1/2d 1/2,

f −1/2g 1/2u, если e1 = f 1/2g 1/2,

e1/2h−1/2u−1, если e1 = e1/2h1/2,

(bk−1 ⊕k−1et−1 ⊕k−1g t )1−β⊗
⊗(k−1d ⊕k−1 f t−1 ⊕k−1ht )−β, если e1 = k;

где α, β— вещественные числа, удовлетворяющие условиям 0 ≤α≤ 1, 0 ≤β≤ 1.
Доказательство. Пусть µ— минимум целевой функции в задаче (8). Тогда все решения
задачи определяются неравенством

au−1 ⊕bv−1 ⊕ cu ⊕d v ⊕eu−1v−1 ⊕ f u−1v ⊕ g uv−1 ⊕huv ⊕k ≤µ.

Это неравенство эквивалентно системе
au−1 ≤µ, bv−1 ≤µ, cu ≤µ, d v ≤µ,

eu−1v−1 ≤µ, f u−1v ≤µ, g uv−1 ≤µ, huv ≤µ, k ≤µ.
(10)

Перемножение соответствующих частей первого и третьего неравенств дает ac ≤µ2,
откуда следует, что µ≥ a1/2c1/2 >O.

Решим систему относительно переменной v , считая u параметром. Рассмотрим нера-
венства, в которых имеется переменная v , и представим их в виде

v ≥µ−1b, v ≤µd−1, v ≥µ−1eu−1, v ≤µ f −1u, v ≥µ−1g u, v ≤µh−1u−1.

Объединив вместе соответствующие неравенства, получим двойное неравенство
µ−1(b ⊕eu−1 ⊕ g u) ≤ v ≤µ(d ⊕ f u−1 ⊕hu)−1. (11)

Для того, чтобы множество значений v было не пусто, необходимо выполнение усло-
вия

(b ⊕eu−1 ⊕ g u)(d ⊕ f u−1 ⊕hu) ≤µ2.

Раскроем скобки слева и извлечем квадратный корень из обеих частей неравенства.
После добавления тех неравенств из системы (10), которые не зависят от v , получим
µ≥ (b1/2 f 1/2 ⊕d 1/2e1/2)u−1/2 ⊕ (b1/2h1/2 ⊕d 1/2g 1/2)u1/2⊕

⊕ (e1/2 f 1/2 ⊕a)u−1 ⊕ (g 1/2h1/2 ⊕ c)u ⊕b1/2d 1/2 ⊕ f 1/2g 1/2 ⊕e1/2h1/2 ⊕k.

В силу того, что µ является минимумом целевой функции, а переход от исходной за-
дачи к последнему неравенству содержал только эквивалентные преобразования, полу-
ченное неравенство задает точную нижнюю границу для µ, которая зависит от u. Рас-
смотрим задачу оптимизации

min
u∈X

(b1/2 f 1/2 ⊕d 1/2e1/2)u−1/2 ⊕ (b1/2h1/2 ⊕d 1/2g 1/2)u1/2 ⊕ (e1/2 f 1/2 ⊕a)u−1⊕
⊕(g 1/2h1/2 ⊕ c)u ⊕b1/2d 1/2 ⊕ f 1/2g 1/2 ⊕e1/2h1/2 ⊕k.

(12)
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С учетом обозначений (9) задача (12) принимает следующий вид:
min
u∈X

a1u−1/2 ⊕b1u1/2 ⊕ c1u−1 ⊕d1u ⊕e1.

Применение леммы 1 для решения задачи дает минимальное значение
µ= a1/2

1 b1/2
1 ⊕a2/3

1 d 1/3
1 ⊕b2/3

1 c1/3
1 ⊕ c1/2

1 d 1/2
1 ⊕e1,

причем выполняются условия:
1) если µ= a1/2

1 b1/2
1 , то u = a1b−1

1 ;2) если µ= a2/3
1 d 1/3

1 , то u = a2/3
1 d−2/3

1 ;
3) если µ= b2/3

1 c1/3
1 , то u = b−2/3

1 c2/3
1 ;

4) если µ= c1/2
1 d 1/2

1 , то u = c1/2
1 d−1/2

1 ;
5) если µ= e1 , то u = (a2

1e−2
1 ⊕ c1e−1

1 )1−α(b2
1e−2

1 ⊕d1e−1
1 )−α, 0 ≤α≤ 1.

Рассмотрим различные значения, которые может принимать величина µ, и уточним
полученное решение.
4.1. Случай µ= a1/2

1 b1/2
1

Предположим, что µ = a1/2
1 b1/2

1 . В этом случае u = a1b−1
1 , а двойное неравенство (11)

для v можно записать в виде
a−1/2

1 b−1/2
1 (b ⊕a−1

1 b1e ⊕a1b−1
1 g ) ≤ v ≤ a1/2

1 b1/2
1 (d ⊕a−1

1 b1 f ⊕a1b−1
1 h)−1.

Рассмотрим все значения, которые может принимать a1, определенное по форму-
лам (9). Найдем соответствующие представления для v и µ.

Пусть a1 = b1/2 f 1/2. Двойное неравенство для v в этом случае преобразуется к виду
b3/4 f −1/4b−1/2

1 ≤ b3/4 f −1/4b−1/2
1 ⊕b−3/4 f −3/4b1/2

1 e ⊕b1/4 f 1/4b−3/2
1 g ≤ v ≤

≤ (b−1/4 f −1/4b−1/2
1 d ⊕b−3/4 f 1/4b1/2

1 ⊕b1/4 f 1/4b−3/2
1 h)−1 ≤ b3/4 f −1/4b−1/2

1 ,

откуда следует, что v = b3/4 f −1/4b−1/2
1 .

Применяя такие же рассуждения, находим, что при a1 = d 1/2e1/2 выполняется равен-
ство v = d−3/4e1/4b1/2

1 .
4.2. Случай µ= a2/3

1 d 1/3
1

Допустим, что µ= a2/3
1 d 1/3

1 , тогда u = a2/3
1 d−2/3

1 , а двойное неравенство (11) для v при-
нимает следующий вид:

a−2/3
1 d−1/3

1 (b ⊕a−2/3
1 d 2/3

1 e ⊕a2/3
1 d−2/3

1 g ) ≤ v ≤ a2/3
1 d 1/3

1 (d ⊕a−2/3
1 d 2/3

1 f ⊕a2/3
1 d−2/3

1 h)−1.

Рассмотрим различные значения, которые может иметь a1. Если a1 = b1/2 f 1/2, то из
двойного неравенства для v следует, что

b2/3 f −1/3d−1/3
1 ≤ b2/3 f −1/3d−1/3

1 ⊕b−2/3 f −2/3d 1/3
1 e ⊕d−1

1 g ≤ v ≤
≤ (b−1/3 f −1/3d−1/3

1 d ⊕b−2/3 f 1/3d 1/3
1 ⊕d−1

1 h)−1 ≤ b2/3 f −1/3d−1/3
1 ,

или что v = b2/3 f −1/3d−1/3
1 .

Повторяя рассуждения для случая a1 = d 1/2e1/2, получим равенство v = d−2/3e1/3d 1/3
1 .
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4.3. Случай µ= b2/3
1 c 1/3

1

Перейдем к рассмотрению случаяµ= b2/3
1 c1/3

1 .При таком условии имеем u = b−2/3
1 c2/3

1 ,
а двойное неравенство (11) принимает вид

b−2/3
1 c−1/3

1 (b ⊕b2/3
1 c−2/3

1 e ⊕b−2/3
1 c2/3

1 g ) ≤ v ≤ b2/3
1 c1/3

1 (d ⊕b2/3
1 c−2/3

1 f ⊕b−2/3
1 c2/3

1 h)−1.

Все значения, которые может принимать b1, определяются формулами (9). Рассмот-
рим соответствующие представления для v и µ.

Пусть b1 = b1/2h1/2, тогда двойное неравенство для v записывается так:
b2/3h−1/3c−1/3

1 ≤ b2/3h−1/3c−1/3
1 ⊕ c−1

1 e ⊕b−2/3h−2/3c1/3
1 g ≤ v ≤

≤ (b−1/3h−1/3c−1/3
1 d ⊕ c−1

1 f ⊕b−2/3h1/3c1/3
1 )−1 ≤ b2/3h−1/3c−1/3

1 ,

откуда следует, что v = b2/3h−1/3c−1/3
1 .

Аналогично, при b1 = d 1/2g 1/2 получаем v = d−2/3g 1/3c1/3
1 .

4.4. Случай µ= c 1/2
1 d 1/2

1

Предположим, что µ= c1/2
1 d 1/2

1 . В этом случае u = c1/2
1 d−1/2

1 , а двойное неравенство (11)
для v принимает вид

c−1/2
1 d−1/2

1 (b ⊕ c−1/2
1 d 1/2

1 e ⊕ c1/2
1 d−1/2

1 g ) ≤ v ≤ c1/2
1 d 1/2

1 (d ⊕ c−1/2
1 d 1/2

1 f ⊕ c1/2
1 d−1/2

1 h)−1.

Рассмотрим все значения, которые могут принимать c1 и d1, исходя из (9). Пусть
c1 = e1/2 f 1/2. Двойное неравенство для v в этом случае преобразуется к виду

e1/2 f −1/2 ≤ e−1/4 f −1/4d−1/2
1 b ⊕e1/2 f −1/2 ⊕d−1

1 g ≤ v ≤
≤ (e−1/4 f −1/4d−1/2

1 d ⊕e−1/2 f 1/2 ⊕d−1
1 h)−1 ≤ e1/2 f −1/2,

откуда следует, что v = e1/2 f −1/2.
В случае d1 = g 1/2h1/2 аналогичные рассуждения дают v = g 1/2h−1/2.
Пусть c1 = a и d1 = c. Тогда двойному неравенству для v можно придать параметри-

ческую форму
v = (a−1/2c−1/2b ⊕a−1e ⊕ c−1g )1−α(a−1/2c−1/2d ⊕a−1 f ⊕ c−1h)−α 0 ≤α≤ 1.

4.5. Случай µ= e1

Сначала предположим, что µ= b1/2d 1/2. Тогда двойное неравенство (11) для v можно
записать следующим образом:

b−1/2d−1/2(b ⊕eu−1 ⊕ g u) ≤ v ≤ b1/2d 1/2(d ⊕ f u−1 ⊕hu)−1.

После дальнейших преобразований получим
b1/2d−1/2 ≤ b−1/2d−1/2b ⊕b−1/2d−1/2eu−1 ⊕b−1/2d−1/2g u ≤ v ≤

≤ (b−1/2d−1/2d ⊕b−1/2d−1/2 f u−1 ⊕b−1/2d−1/2hu)−1 ≤ b1/2d−1/2,

откуда вытекает равенство v = b1/2d−1/2.
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Если µ= f 1/2g 1/2, то, проводя аналогичные рассуждения, получим v = f −1/2g 1/2u, где
u = (a2

1 f −1g−1 ⊕ c1 f −1/2g−1/2)1−α(b2
1 f −1g−1 ⊕d1 f −1/2g−1/2)−α, 0 ≤α≤ 1.

При µ= e1/2h1/2 приходим к равенству v = e1/2h−1/2u−1, где
u = (a2

1e−1h−1 ⊕ c1e−1/2h−1/2)1−α(b2
1e−1h−1 ⊕d1e−1/2h−1/2)−α, 0 ≤α≤ 1.

Пусть µ = k. Тогда двойные неравенства (11) для s и (5) для u можно записать с ис-
пользованием неравенств 0 ≤α≤ 1 и 0 ≤β≤ 1 в параметрической форме:

u = (a2
1k−2 ⊕ c1k−1)1−α(b2

1k−2 ⊕d1k−1)−α,

v = (bk−1 ⊕k−1eu−1 ⊕k−1g u)1−β(k−1d ⊕k−1 f u−1 ⊕k−1hu)−β.

Исследование этого случая завершает доказательство теоремы. �

Сформулируем полученный результат в компактной форме.
Следствие 1. Введем обозначения

a1 = b1/2 f 1/2 ⊕d 1/2e1/2, b1 = b1/2h1/2 ⊕d 1/2g 1/2, c1 = e1/2 f 1/2 ⊕a,

d1 = g 1/2h1/2 ⊕ c, e1 = b1/2d 1/2 ⊕ f 1/2g 1/2 ⊕e1/2h1/2 ⊕k.

Тогда минимум в задаче (8) равен µ= a1/2
1 b1/2

1 ⊕a2/3
1 d 1/3

1 ⊕b2/3
1 c1/3

1 ⊕c1/2
1 d 1/2

1 ⊕e1 и достига-ется тогда и только тогда, когда
u = (µ−2a2 ⊕µ−1c)1−α(µ−2b ⊕µ−1d)−α,

v = (µ−1b ⊕µ−1eu−1 ⊕µ−1g u)1−α(µ−1d ⊕µ−1 f u−1 ⊕µ−1hu)−α,

где α— вещественное число, удовлетворяющее условию 0 ≤α≤ 1.
Доказательство. При доказательстве теоремы 1 было показано, что множество реше-
ний (u, v) задачи (8) описывается при помощи двойного неравенства

µ−1b ⊕µ−1eu−1 ⊕µ−1g u ≤ v ≤ (µ−1d ⊕µ−1 f u−1 ⊕µ−1hu)−1,

где величина u является решением задачи (4).
Решение задачи (4) с помощью леммы 1 дает результат в параметрической форме (5),

откуда следует утверждение следствия. �

5. ЗАДАЧА ТРОПИЧЕСКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ С ТРЕМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ

В этом разделе рассматривается задача тропической оптимизации с тремя перемен-
ными, для которой находится аналитическое решение в явном виде. Сначала вводится
параметр для обозначения минимума целевой функции, а затем задача сводится к ре-
шению параметризованной системы неравенств относительно одной из неизвестных.
Условия существования решений системы позволяют найти оптимальное значение для
двух других неизвестных с помощью вспомогательной задачи, которая имеет вид (8). Ре-
шение такой задачи с использованием теоремы 1 дает величину введенного параметра.
Полученное общее решение задачи преобразуется в набор частных прямых решений для
различных соотношений между исходными параметрами.
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Пусть заданы числа a,b,c,d ,e, f , g ,h ∈ X и требуется найти все ненулевые решения
u, v, w ∈X задачи

min
u,v,w∈X

au−1v−1w−1 ⊕bu−1v−1w ⊕ cu−1v w−1 ⊕du−1v w⊕
⊕euv−1w−1 ⊕ f uv−1w ⊕ g uv w−1 ⊕huv w. (13)

Следующий результат описывает все решения этой задачи.
Теорема 2. Введем обозначения:

a1 = a1/2d 1/2 ⊕b1/2c1/2, b1 = a1/2 f 1/2 ⊕b1/2e1/2, c1 = e1/2h1/2 ⊕ f 1/2g 1/2,

d1 = c1/2h1/2 ⊕d 1/2g 1/2, e1 = a1/2b1/2, f1 = c1/2d 1/2, g1 = e1/2 f 1/2,

h1 = g 1/2h1/2, k1 = a1/2h1/2 ⊕b1/2 f 1/2 ⊕ c1/2 f 1/2 ⊕d 1/2e1/2,

(14)

a2 = b1/2
1 f 1/2

1 ⊕d 1/2
1 e1/2

1 , b2 = b1/2
1 h1/2

1 ⊕d 1/2
1 g 1/2

1 , c2 = e1/2
1 f 1/2

1 ⊕a1,

d2 = g 1/2
1 h1/2

1 ⊕ c1, e2 = b1/2
1 d 1/2

1 ⊕ f 1/2
1 g 1/2

1 ⊕e1/2
1 h1/2

1 ⊕k1.
(15)

Тогда минимум в задаче (13) равен µ= a1/2
2 b1/2

2 ⊕a2/3
2 d 1/3

2 ⊕b2/3
2 c1/3

2 ⊕c1/2
2 d 1/2

2 ⊕e2, и спра-ведливы следующие утверждения:
1) если µ= a1/2

1 b1/2
1 ,то u = a2b−1

2 ,

v =
{

b3/4
1 f −1/4

1 b−1/2
2 , если a2 = b1/2

1 f 1/2
1 ,

d−3/4
1 e1/4

1 b1/2
2 , если a2 = d 1/2

1 e1/2
1 ,

w = (µ−1au−1v−1 ⊕µ−1cu−1v ⊕µ−1euv−1 ⊕µ−1g uv)1−α⊗
⊗(µ−1bu−1v−1 ⊕µ−1du−1v ⊕µ−1 f uv−1 ⊕µ−1huv)−α;

2) если µ= a2/3
2 d 1/3

2 ,то u = a2/3
2 d−2/3

2 ,

v =
{

b2/3
1 f −1/3

1 d−1/3
2 , если a2 = b1/2

1 f 1/2
1 ,

d−2/3
1 e1/3

1 d 1/3
2 , если a2 = d 1/2

1 e1/2
1 ,

w = (µ−1au−1v−1 ⊕µ−1cu−1v ⊕µ−1euv−1 ⊕µ−1g uv)1−α⊗
⊗(µ−1bu−1v−1 ⊕µ−1du−1v ⊕µ−1 f uv−1 ⊕µ−1huv)−α;

3) если µ= b2/3
2 c1/3

2 ,то u = b−2/3
2 c2/3

2 ,

v =
{

b2/3
1 h−1/3

1 c−1/3
2 , если b2 = b1/2

1 h1/2
1 ,

d−2/3
1 g 1/3

1 c1/3
2 , если b2 = d 1/2

1 g 1/2
1 ,

w = (µ−1au−1v−1 ⊕µ−1cu−1v ⊕µ−1euv−1 ⊕µ−1g uv)1−α⊗
⊗(µ−1bu−1v−1 ⊕µ−1du−1v ⊕µ−1 f uv−1 ⊕µ−1huv)−α;

4) если µ= c1/2
2 d 1/2

2 ,то u = c1/2
2 d−1/2

2 ,

v =


e1/2

1 f −1/2
1 , если c2 = e1/2

1 f 1/2
1 ,

g 1/2
1 h−1/2

1 , еслии d2 = g 1/2
1 h1/2

1 ,

(a−1/2
1 c−1/2

1 b1 ⊕a−1
1 e1 ⊕ c−1

1 g1)1−α⊗
⊗(a−1/2

1 c−1/2
1 d1 ⊕a−1

1 f1 ⊕ c−1
1 h1)−α, если c2 = a1,d2 = c1,
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w = (µ−1au−1v−1 ⊕µ−1cu−1v ⊕µ−1euv−1 ⊕µ−1g uv)1−β⊗
⊗(µ−1bu−1v−1 ⊕µ−1du−1v ⊕µ−1 f uv−1 ⊕µ−1huv)−β;

5) если µ= e2,то u = (a2
2e−2

2 ⊕ c2e−1
2 )1−α(b2

2e−2
2 ⊕d2e−1

2 )−α,

v =


b1/2

1 d−1/2
1 , если e2 = b1/2

1 d 1/2
1 ,

f −1/2
1 g 1/2

1 u, если e2 = f 1/2
1 g 1/2

1 ,

e1/2
1 h−1/2

1 u−1, если e2 = e1/2
1 h1/2

1 ,

w = (µ−1au−1v−1 ⊕µ−1cu−1v ⊕µ−1euv−1 ⊕µ−1g uv)1−β⊗
⊗(µ−1bu−1v−1 ⊕µ−1du−1v ⊕µ−1 f uv−1 ⊕µ−1huv)−β;

6) если µ= k1,то u = (a2
2k−2

1 ⊕ c2k−1
1 )1−α(b2

2k−2
1 ⊕d2k−1

1 )−α,
v = (b1k−1

1 ⊕k−1
1 e1u−1 ⊕k−1

1 g1u)1−β(k−1
1 d1 ⊕k−1

1 f1u−1 ⊕k−1
1 h1u)−β,

w =


a1/2h−1/2u−1v−1, если k1 = a1/2h1/2,

c1/2 f −1/2u−1v, если k1 = c1/2 f 1/2,

d−1/2e1/2uv−1, если k1 = d 1/2e1/2,

b−1/2g 1/2uv, если k1 = b1/2g 1/2,

где α, β— вещественные числа, удовлетворяющие условиям 0 ≤α≤ 1, 0 ≤β≤ 1.
Доказательство. Применяя те же рассуждения, что и при решении задач с одной и дву-
мя переменными, обозначим минимум целевой функции в задаче (13) через µ. Тогда все
решения задачи определяются неравенством

au−1v−1w−1 ⊕bu−1v−1w ⊕ cu−1v w−1 ⊕du−1v w⊕
⊕euv−1w−1 ⊕ f uv−1w ⊕ g uv w−1 ⊕huv w ≤µ,

которое эквивалентно системе неравенств
au−1v−1w−1 ≤µ, bu−1v−1w ≤µ, cu−1v w−1 ≤µ, du−1v w ≤µ,

euv−1w−1 ≤µ, f uv−1w ≤µ, g uv w−1 ≤µ, huv w ≤µ.

Перемножение соответствующих частей первого и восьмого неравенств дает нера-
венство ah ≤µ2, откуда с учетом условия леммы следует, что µ≥ a1/2h1/2 >O.

Решим систему относительно w , считая u и v параметрами:
w ≥µ−1au−1v−1, w ≤µb−1uv, w ≥µ−1cu−1v, w ≤µd−1uv−1,

w ≥µ−1euv−1, w ≤µ f −1u−1v, w ≥µ−1g uv, w ≤µh−1u−1v−1.

Записывая правую и левую части неравенства для w , получим
µ−1(au−1v−1 ⊕ cu−1v ⊕euv−1 ⊕ g uv) ≤ w ≤µ(bu−1v−1 ⊕du−1v ⊕ f uv−1 ⊕huv)−1. (16)
Множество значений w , которые удовлетворяют неравенству (16), не пусто, если

(au−1v−1 ⊕ cu−1v ⊕euv−1 ⊕ g uv)(bu−1v−1 ⊕du−1v ⊕ f uv−1 ⊕huv) ≤µ2.
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Раскрывая скобки слева и извлекая квадратный корень, получим неравенство
µ≥ (a1/2d 1/2 ⊕b1/2c1/2)u−1 ⊕ (a1/2 f 1/2 ⊕b1/2e1/2)v−1 ⊕ (e1/2h1/2 ⊕ f 1/2g 1/2)u⊕

⊕ (c1/2h1/2 ⊕d 1/2g 1/2)v ⊕a1/2b1/2u−1v−1 ⊕ c1/2d 1/2u−1v ⊕e1/2 f 1/2uv−1⊕
⊕ g 1/2h1/2uv ⊕a1/2h1/2 ⊕ c1/2 f 1/2 ⊕d 1/2e1/2 ⊕b1/2g 1/2.

Так как µ является минимумом целевой функции задачи, то как и при доказатель-
стве теоремы 1, можно заключить, что полученное неравенство задает точную нижнюю
границу для µ. Следовательно, решение исходной задачи сводится к решению задачи

min
u,v∈X

(a1/2d 1/2 ⊕b1/2c1/2)u−1 ⊕ (a1/2 f 1/2 ⊕b1/2e1/2)v−1 ⊕ (e1/2h1/2 ⊕ f 1/2g 1/2)u⊕

⊕(c1/2h1/2 ⊕d 1/2g 1/2)v ⊕a1/2b1/2u−1v−1 ⊕ c1/2d 1/2u−1v ⊕e1/2 f 1/2uv−1⊕
⊕g 1/2h1/2uv ⊕a1/2h1/2 ⊕ c1/2 f 1/2 ⊕d 1/2e1/2 ⊕b1/2g 1/2.

(17)

С учетом обозначений (14) задача (17) может быть записана в более короткой форме
min

u,v∈X
a1u−1 ⊕b1v−1 ⊕ c1u ⊕d1v ⊕e1u−1v−1 ⊕ f1u−1v ⊕ g1uv−1 ⊕h1uv ⊕k1.

Решение такой задачи предложено в теореме 1. С учетом обозначений (15), минимум
в задаче (13) равенµ= a1/2

2 b1/2
2 ⊕a2/3

2 d 1/3
2 ⊕b2/3

2 c1/3
2 ⊕c1/2

2 d 1/2
2 ⊕e2,и справедливы следующие

утверждения:
1) если µ= a1/2

2 b1/2
2 , то u = a2b−1

2 и
v =

{
b3/4

1 f −1/4
1 b−1/2

2 , если a2 = b1/2
1 f 1/2

1 ,

d−3/4
1 e1/4

1 b1/2
2 , если a2 = d 1/2

1 e1/2
1 ;

2) если µ= a2/3
2 d 1/3

2 , то u = a2/3
2 d−2/3

2 и
v =

{
b2/3

1 f −1/3
1 d−1/3

2 , если a2 = b1/2
1 f 1/2

1 ,

d−2/3
1 e1/3

1 d 1/3
2 , если a2 = d 1/2

1 e1/2
1 ;

3) если µ= b2/3
2 c1/3

2 , то u = b−2/3
2 c2/3

2 и
v =

{
b2/3

1 h−1/3
1 c−1/3

2 , если b2 = b1/2
1 h1/2

1 ,

d−2/3
1 g 1/3

1 c1/3
2 , если b2 = d 1/2

1 g 1/2
1 ;

4) если µ= c1/2
2 d 1/2

2 , то u = c1/2
2 d−1/2

2 и

v =


e1/2

1 f −1/2
1 , если c2 = e1/2

1 f 1/2
1 ,

g 1/2
1 h−1/2

1 , если d2 = g 1/2
1 h1/2

1 ,

(a−1/2
1 c−1/2

1 b1 ⊕a−1
1 e1 ⊕ c−1

1 g1)1−α⊗
⊗(a−1/2

1 c−1/2
1 d1 ⊕a−1

1 f1 ⊕ c−1
1 h1)−α, если c2 = a1,d2 = c1;

5) если µ= e2, то u = (a2
2e−2

2 ⊕ c2e−1
2 )1−α(b2

2e−2
2 ⊕d2e−1

2 )−α и

v =



b1/2
1 d−1/2

1 , если e2 = b1/2
1 d 1/2

1 ,

f −1/2
1 g 1/2

1 u, если e2 = f 1/2
1 g 1/2

1 ,

e1/2
1 h−1/2

1 u−1, если e2 = e1/2
1 h1/2

1 ,

(b1k−1
1 ⊕k−1

1 e1u−1 ⊕k−1
1 g1u)1−β⊗

⊗(k−1
1 d1 ⊕k−1

1 f1u−1 ⊕k−1
1 h1u)−β, если e2 = k1;
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где α, β— вещественные числа, удовлетворяющие условиям 0 ≤α≤ 1 и 0 ≤β≤ 1.
Во всех случаях, кроме последнего, формулу для w в виде двойного неравенства (16)

запишем с использованием параметра 0 ≤β≤ 1 следующим образом:
w = (µ−1au−1v−1 ⊕µ−1cu−1v ⊕µ−1euv−1 ⊕µ−1g uv)1−β⊗

⊗ (µ−1bu−1v−1 ⊕µ−1du−1v ⊕µ−1 f uv−1 ⊕µ−1huv)−β.

Покажем, что в этом случае w может быть записано без использования дополнитель-
ного параметра. Действительно, пусть µ = k1 = a1/2h1/2. Тогда двойные неравенства (16)
для w можно записать следующим образом:

a1/2h−1/2u−1v−1 ≤ a−1/2h−1/2au−1v−1 ⊕a−1/2h−1/2cu−1v⊕
⊕a−1/2h−1/2euv−1 ⊕a−1/2h−1/2g uv ≤ w ≤ (a−1/2h−1/2bu−1v−1 ⊕a−1/2h−1/2du−1v⊕

⊕a−1/2h−1/2 f uv−1 ⊕a−1/2h−1/2huv)−1 ≤ a1/2h−1/2u−1v−1,

что означает w = a1/2h−1/2u−1v−1.
Аналогичным путем устанавливаем, что при µ = k1 = c1/2 f 1/2, выполняется равен-

ство w = c1/2 f −1/2u−1v , при µ = k1 = d 1/2e1/2 получаем равенство w = d−1/2e1/2uv−1, при
µ= k1 = b1/2g 1/2 – равенство w = b−1/2g 1/2uv .

Рассмотрение этих случаев завершает доказательство. �

6. ПРИЛОЖЕНИЕ К ЗАДАЧЕ РАЗМЕЩЕНИЯ

Рассмотрим задачу размещения (3) и представим ее в терминах (max,+)-алгебры. Рас-
стояние между двумя векторами в прямоугольной метрике (1) с использованием опера-
ций идемпотентного полуполя Rmax,+ записывается так:

ρ(x,y) = (x−1
1 y1 ⊕ y−1

1 x1)(x−1
2 y2 ⊕ y−1

2 x2)(x−1
3 y3 ⊕ y−1

3 x3).

Для заданного набора точек ri = (r1i ,r2i ,r3i )T ∈ R3 и чисел li ∈ R, где i = 1, . . . ,m, целе-
вая функция (2) принимает вид

φ(x1, x2, x3) =
m⊕

i=1
li (x−1

1 r1i ⊕ r−1
1i x1)(x−1

2 r2i ⊕ r−1
2i x2)(x−1

3 r3i ⊕ r−1
3i x3).

Раскроем скобки и введем дополнительные обозначения

a =
m⊕

i=1
li r1i r2i r3i , b =

m⊕
i=1

li r1i r2i r−1
3i , c =

m⊕
i=1

li r1i r−1
2i r3i , d =

m⊕
i=1

li r1i r−1
2i r−1

3i ,

e =
m⊕

i=1
li r−1

1i r2i r3i , f =
m⊕

i=1
li r−1

1i r2i r−1
3i , g =

m⊕
i=1

li r−1
1i r−1

2i r3i , h =
m⊕

i=1
li r−1

1i r−1
2i r−1

3i .

(18)

Перегруппировав слагаемые, запишем целевую функцию так:
φ(x1, x2, x3) = ax−1

1 x−1
2 x−1

3 ⊕bx−1
1 x−1

2 x3 ⊕ cx−1
1 x2x−1

3 ⊕d x−1
1 x2x3⊕

⊕ex1x−1
2 x−1

3 ⊕ f x1x−1
2 x3 ⊕ g x1x2x−1

3 ⊕hx1x2x3.

Задача (3) принимает форму задачи (8), где u = x1, v = x2 и w = x3. Применение теоре-
мы 2 дает следующий результат.
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Теорема 3. В дополнение к (18) введем обозначения:
a1 = a1/2d 1/2 ⊕b1/2c1/2, b1 = a1/2 f 1/2 ⊕b1/2e1/2, c1 = e1/2h1/2 ⊕ f 1/2g 1/2,

d1 = c1/2h1/2 ⊕d 1/2g 1/2, e1 = a1/2b1/2, f1 = c1/2d 1/2, g1 = e1/2 f 1/2,

h1 = g 1/2h1/2, k1 = a1/2h1/2 ⊕b1/2 f 1/2 ⊕ c1/2 f 1/2 ⊕d 1/2e1/2,

a2 = b1/2
1 f 1/2

1 ⊕d 1/2
1 e1/2

1 , b2 = b1/2
1 h1/2

1 ⊕d 1/2
1 g 1/2

1 , c2 = e1/2
1 f 1/2

1 ⊕a1,

d2 = g 1/2
1 h1/2

1 ⊕ c1, e2 = b1/2
1 d 1/2

1 ⊕ f 1/2
1 g 1/2

1 ⊕e1/2
1 h1/2

1 ⊕k1.

Тогда минимум в задаче (3) равен µ= a1/2
2 b1/2

2 ⊕a2/3
2 d 1/3

2 ⊕b2/3
2 c1/3

2 ⊕c1/2
2 d 1/2

2 ⊕e2 и спра-ведливы следующие утверждения:
1) если µ= a1/2

1 b1/2
1 ,то x1 = a2b−1

2 ,

x2 =
{

b3/4
1 f −1/4

1 b−1/2
2 , если a2 = b1/2

1 f 1/2
1 ,

d−3/4
1 e1/4

1 b1/2
2 , если a2 = d 1/2

1 e1/2
1 ;

x3 = (µ−1ax−1
1 x−1

2 ⊕µ−1cx−1
1 x2 ⊕µ−1ex1x−1

2 ⊕µ−1g x1x2)1−α⊗
⊗(µ−1bx−1

1 x−1
2 ⊕µ−1d x−1

1 x2 ⊕µ−1 f x1x−1
2 ⊕µ−1hx1x2)−α;

2) если µ= a2/3
2 d 1/3

2 ,то x1 = a2/3
2 d−2/3

2 ,

x2 =
{

b2/3
1 f −1/3

1 d−1/3
2 , если a2 = b1/2

1 f 1/2
1 ,

d−2/3
1 e1/3

1 d 1/3
2 , если a2 = d 1/2

1 e1/2
1 ;

x3 = (µ−1ax−1
1 x−1

2 ⊕µ−1cx−1
1 x2 ⊕µ−1ex1x−1

2 ⊕µ−1g x1x2)1−α⊗
⊗(µ−1bx−1

1 x−1
2 ⊕µ−1d x−1

1 x2 ⊕µ−1 f x1x−1
2 ⊕µ−1hx1x2)−α;

3) если µ= b2/3
2 c1/3

2 ,то x1 = b−2/3
2 c2/3

2 ,

x2 =
{

b2/3
1 h−1/3

1 c−1/3
2 , если b2 = b1/2

1 h1/2
1 ,

d−2/3
1 g 1/3

1 c1/3
2 , если b2 = d 1/2

1 g 1/2
1 ;

x3 = (µ−1ax−1
1 x−1

2 ⊕µ−1cx−1
1 x2 ⊕µ−1ex1x−1

2 ⊕µ−1g x1x2)1−α⊗
⊗(µ−1bx−1

1 x−1
2 ⊕µ−1d x−1

1 x2 ⊕µ−1 f x1x−1
2 ⊕µ−1hx1x2)−α;

4) если µ= c1/2
2 d 1/2

2 ,то x1 = c1/2
2 d−1/2

2 ,

x2 =


e1/2

1 f −1/2
1 , если c2 = e1/2

1 f 1/2
1 ,

g 1/2
1 h−1/2

1 , если d2 = g 1/2
1 h1/2

1 ,

(a−1/2
1 c−1/2

1 b1 ⊕a−1
1 e1 ⊕ c−1

1 g1)1−α⊗
⊗(a−1/2

1 c−1/2
1 d1 ⊕a−1

1 f1 ⊕ c−1
1 h1)−α, если c2 = a1,d2 = c1;

x3 = (µ−1ax−1
1 x−1

2 ⊕µ−1cx−1
1 x2 ⊕µ−1ex1x−1

2 ⊕µ−1g x1x2)1−β⊗
⊗(µ−1bx−1

1 x−1
2 ⊕µ−1d x−1

1 x2 ⊕µ−1 f x1x−1
2 ⊕µ−1hx1x2)−β;
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5) если µ= e2,то x1 = (a2
2e−2

2 ⊕ c2e−1
2 )1−α(b2

2e−2
2 ⊕d2e−1

2 )−α,

x2 =


b1/2

1 d−1/2
1 , если e2 = b1/2

1 d 1/2
1 ,

f −1/2
1 g 1/2

1 x1, если e2 = f 1/2
1 g 1/2

1 ,

e1/2
1 h−1/2

1 x−1
1 , если e2 = e1/2

1 h1/2
1 ;

x3 = (µ−1ax−1
1 x−1

2 ⊕µ−1cx−1
1 x2 ⊕µ−1ex1x−1

2 ⊕µ−1g x1x2)1−β⊗
⊗(µ−1bx−1

1 x−1
2 ⊕µ−1d x−1

1 x2 ⊕µ−1 f x1x−1
2 ⊕µ−1hx1x2)−β;

6) если µ= e2 = k1,то x1 = (a2
2k−2

1 ⊕ c2k−1
1 )1−α(b2

2k−2
1 ⊕d2k−1

1 )−α,
x2 = (b1k−1

1 ⊕k−1
1 e1x−1

1 ⊕k−1
1 g1x1)1−β(k−1

1 d1 ⊕k−1
1 f1x−1

1 ⊕k−1
1 h1x1)−β,

x3 =


a1/2h−1/2x−1

1 x−1
2 , если k1 = a1/2h1/2,

c1/2 f −1/2x−1
1 x2, если k1 = c1/2 f 1/2,

d−1/2e1/2x1x−1
2 , если k1 = d 1/2e1/2,

b−1/2g 1/2x1x2, если k1 = b1/2g 1/2;

где α, β— вещественные числа, удовлетворяющие условиям 0 ≤α≤ 1, 0 ≤β≤ 1.
Сформулируем результат в терминах обычной математики в виде следствия.

Следствие 2. Введем обозначения:
a = max

1≤i≤m
(li + r1i + r2i + r3i ), b = max

1≤i≤m
(li + r1i + r2i − r3i ), c = max

1≤i≤m
(li + r1i − r2i + r3i ),

d = max
1≤i≤m

(li + r1i − r2i − r3i ), e = max
1≤i≤m

(li − r1i + r2i + r3i ), f = max
1≤i≤m

(li − r1i + r2i − r3i ),

g = max
1≤i≤m

(li − r1i − r2i + r3i ), h = max
1≤i≤m

(li − r1i − r2i − r3i ),

a1 = max(a +d ,b + c)/2, b1 = max(a + f ,b +e)/2, c1 = max(e +h, f + g )/2,

d1 = max(c +h,d + g )/2, e1 = (a +b)/2, f1 = (c +d)/2, g1 = (e + f )/2,

h1 = (g +h)/2, k1 = max(a +h,b + g ,c + f ,d +e)/2,

a2 = max(b1 + f1,d1 +e1)/2, b2 = max(b1 +h1,d1 + g1)/2,

c2 = max((e1 + f1)/2, a1), d2 = max((g1 +h1)/2,c1),

e2 = max(b1 +d1, f1 + g1,e1 +h1,2k1)/2.

Тогда минимум в задаче (3) равен µ = max((a2 + b2)/2,(2a2 + d2)/3,(2b2 + c2)/3,
(c2 +d2)/2,e2) и справедливы следующие утверждения:
1) если µ= (a2 +b2)/2,то

x1 = a2 −b2,

x2 =
{

(3b1 − f1)/4−b2/2, если a2 = (b1 + f1)/2,

(−3d1 +e1)/4+b2/2, если a2 = (d1 +e1)/2;

x3 = (1−α)max(−µ+a −x1 −x2,−µ+ c −x1 +x2,

−µ+e +x1 −x2,−µ+ g +x1 +x2)−αmax(−µ+b −x1 −x2,

−µ+d −x1 +x2,−µ+ f +x1 −x2,−µ+h +x1 +x2);
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2) если µ= (2a2 +d2)/3,то
x1 = (2a2 −2d2)/3,

x2 =
{

(2b1 − f1 −d2)/3, если a2 = (b1 + f1)/2,

(−2d1 +e1 +d2)/3, если a2 = (d1 +e1)/2;

x3 = (1−α)max(−µ+a −x1 −x2,−µ+ c −x1 +x2,

−µ+e +x1 −x2,−µ+ g +x1 +x2)−αmax(−µ+b −x1 −x2,

−µ+d −x1 +x2,−µ+ f +x1 −x2,−µ+h +x1 +x2);

3) если µ= (2b2 + c2)/3,то
x1 = (−2b2 + c2)/3,

x2 =
{

(2b1 −h1 − c2)/3, если b2 = b1/2
1 h1/2

1 ,

(−2d1 + g1 + c2)/3, если b2 = (d1 + g1)/2;

x3 = (1−α)max(−µ+a −x1 −x2,−µ+ c −x1 +x2,

−µ+e +x1 −x2,−µ+ g +x1 +x2)−αmax(−µ+b −x1 −x2,

−µ+d −x1 +x2,−µ+ f +x1 −x2,−µ+h +x1 +x2);

4) если µ= (c2 +d2)/2,то
x1 = (c2 −d2)/2,

x2 =



(e1 − f1)/2, если c2 = (e1 + f1)/2,

(g1 −h1)/2, если d2 = (g1 +h1)/2,

(1−α)max((−a1 − c1)/2+b1,

−a1 +e1,−c1 + g1)−
−αmax((−a1 − c1)/2+d1,

−a1 + f1,−c1 +h1), если c2 = a1,d2 = c1;

x3 = (1−β)max(−µ+a −x1 −x2,−µ+ c −x1 +x2,

−µ+e +x1 −x2,−µ+ g +x1 +x2)−βmax(−µ+b −x1 −x2,

−µ+d −x1 +x2,−µ+ f +x1 −x2,−µ+h +x1 +x2);

5) если µ= e2,то
x1 = (1−α)max(2a2 −2e2,c2 −e2)−αmax(2b2 −2e2,d2 −e2),

x2 =


(b1 −d1)/2, если e2 = (b1 +d1)/2,

(− f1 + g1)/2+x1, если e2 = ( f1 + g1)/2,

(e1 −h1)/2−x1, если e2 = (e1 +h1)/2;

x3 = (1−β)max(−µ+a −x1 −x2,−µ+ c −x1 +x2,

−µ+e +x1 −x2,−µ+ g +x1 +x2)−βmax(−µ+b −x1 −x2,

−µ+d −x1 +x2,−µ+ f +x1 −x2,−µ+h +x1 +x2);
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6) если µ= e2 = k1,то
x1 = (1−α)max(2a2 −2k1,c2 −k1)−αmax(2b2 −2k1,d2 −k1),

x2 = (1−β)max(b1 −k1,−k1 +e1 −x1,−k1 + g1 +x1)−
−βmax(−k1 +d1,−k1 + f1 −x1,−k1 +h1 +x1),

x3 =


(a −h)/2−x1 −x2, если k1 = (a +h)/2,

(c − f )/2−x1 +x2, если k1 = (c + f )/2,

(−d +e)/2+x1 −x2, если k1 = (d +e)/2,

(−b + g )/2+x1 +x2, если k1 = (b + g )/2;

где α, β— вещественные числа, удовлетворяющие условиям 0 ≤α≤ 1, 0 ≤ β ≤ 1.
Оценим вычислительную сложность полученного решения задачи размещения. Яс-

но, что трудоемкость расчетных формул следствия 2 определяется сложностью вычисле-
ния параметров a, b, c , d , e , f , g и h. Для вычисления каждого такого параметра необ-
ходимо выполнение m операций определения максимума величин, полученных за фик-
сированное число сложений, что дает линейную по m сложность. Применение других
формул требует конечного числа операций, которое не зависит от числа точек m.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе рассмотрена минимаксная задача размещения точечного объекта в трех-
мерном пространстве с прямоугольной метрикой. Такая задача встречается на практи-
ке, например, при размещении центра управления системой камер видеонаблюдения
в здании. На основе применения методов тропической оптимизации получено полное
прямое решение задачи, представленное в форме, которая является удобной для даль-
нейшего анализа решений и пригодной для непосредственных расчетов с невысокой
вычислительной сложностью. Дальнейшие исследования могут включать решение за-
дач размещения в трехмерном пространстве с дополнительными ограничениями на до-
пустимую область размещения, а также рассмотрение задач с произвольной размерно-
стью пространства размещения.
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Abstract
The minimax problem of placing a point object in a three-dimensional space with a
rectangular metric (l1-metric) is considered and its direct analytical solution is proposedusing the methods of tropical (idempotent) mathematics. First, the problem is written
in terms of tropical mathematics as a problem of tropical optimization, a parameter is
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solving a parametrized system of inequalities. This system is solved with respect to one
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